प्रकरण ५
भेदीकरण कॅल्क्युलस
गणितीय अर्थशास्त्रातील भिन्नतेचे नियम
गणितीय अर्थशास्त्र (Mathematical Economics) हे अर्थशास्त्राच्या विविध सिद्धांतांना गणिताच्या साधनांचा वापर करून स्पष्ट करण्याचे क्षेत्र आहे. यामध्ये भिन्नता (Differentiation) हे एक महत्त्वाचे साधन आहे, जे बदलाच्या दराचे (Rate of Change) मापन करते. उदाहरणार्थ, सीमांत खर्च (Marginal Cost), सीमांत उपयोगिता (Marginal Utility), सीमांत उत्पन्न (Marginal Revenue) इत्यादी संकल्पना भिन्नतेवर आधारित आहेत. भिन्नता म्हणजे फलनच्या मूल्यात होणाऱ्या बदलाच्या प्रमाणात स्वतंत्र चलनातील (Independent Variable) बदलाचे प्रमाण मोजणे.
भिन्नतेचे नियम (Rules of Differentiation) हे कलनशास्त्रातील (Calculus) मूलभूत नियम आहेत, जे एक चलन (Univariate) किंवा बहुचलन (Multivariate) फलनसाठी लागू होतात. मी येथे या नियमांना तपशीलवार स्पष्ट करतो, प्रत्येक नियमासाठी सूत्र, व्याख्या, आणि अर्थशास्त्रीय उदाहरण देऊन. हे नियम प्रामुख्याने एक चलन फलनसाठी आहेत, परंतु बहुचलनासाठीही विस्तार करता येतात (उदा., आंशिक भिन्नता - Partial Differentiation).
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गणितीय अर्थशास्त्राती भिन्नताचे (Differentiation) गुणाकार नियम (Product Rule) आणि भागफल नियम (Quotient Rule)

गणितीय अर्थशास्त्रात, भिन्नता (differentiation) हे एक महत्त्वाचे साधन आहे जे आर्थिक मॉडेल्समध्ये बदलाचे दर (rates of change) मोजण्यासाठी वापरले जाते. उदाहरणार्थ, सीमांत खर्च (marginal cost), सीमांत उत्पन्न (marginal revenue), लवचिकता (elasticity) इत्यादी संकल्पना अवकलनावर आधारित असतात. अवकलनाचे मूलभूत नियमांपैकी गुणाकार नियम (product rule) आणि भागफल नियम (quotient rule) हे दोन महत्त्वाचे नियम आहेत, जे दोन किंवा अधिक फलनच्या गुणाकार किंवा भागाकार असलेल्या फलनचे भिन्नता करण्यासाठी वापरले जातात.
मी हे दोन्ही नियम तपशीलवार स्पष्ट करतो, त्यांची व्याख्या, सूत्र, विकलज (derivation), उदाहरणे आणि गणितीय अर्थशास्त्रातील अनुप्रयोगांसह. हे नियम कलनशास्त्र (calculus) मधील आहेत, परंतु गणितीय अर्थशास्त्रात ते आर्थिक फलनचे विश्लेषण करण्यासाठी उपयुक्त ठरतात.
[image: image7.jpg]y =uv 4w

QD AT,

‘] (Derivation) —33 AU
BT T SRS dIURSA g @l Ad. StadserArd) G (limit) SIRST:

dy (e Ao) - y(a)

dz  Az-0 Az
Sl y = u - v, WUL:

wlr 4 Ar) = aulr 4 Ax)onle 4 A\




[image: image8.jpg]aﬁmmwwwsmamda.sﬁwmmmmmmmz . '

dy o y(e+ A7) ~y()

dr ~ Az-0 Az

3idl, y = u - v, WL
y(z + Az) = u(z + Az) -v(z + Az)

y(z + Az) —y(z) _ u(z+ Az) -v(z + Az) — u(z) - v(z)
Az N Az
3 qIay 471 &Y (add and subtract term):

_u(z+ Az)-v(z + Az) — u(z + Az) - v(x) + u(z + Az) - v(z) L u(z) - v(z)

N Az

v(z + Az) — v(x)
Az

u(z + Az) — u(z)
Az

—u(z + Az) - + () -
I, Az — 0 HAT:

= u(z) - v'(z) + v(z) - ()
2l ) €. § crgad i P e sneia srkd Bl

GGl (Example): v




[image: image9.jpg]JGIgRUI (Example):
e, y = 22 - sinz. Wu = 22,0 = sin .

o u' =2z

« v' = cosz WU,

Y =2 cosz +sine - 2z = 2’ cosz + 2rsinz

Tt arfRIRardld UART (Application in Mathematical Economics):

IR, 3 AR (revenue function) §gdd a1 fbHd (price) SN0l WHIOT (quantity) T TUTGRI
e el Wik R(q) = p(q) - ¢, 9 p(q) & Aol e g,

« WInid S (marginal revenue) ¥ 47 33,

+ TR P A MR = p/(q) - g + p(a) - 1 = qp(q) + p(g) ¥ WHIRBR (monopoly) HSerl

U 3, 9 il (elasticity) B = 2 Wdffid siig. :
. HFTHd f14W (Quotient Rule) '
1 Fram €1t T HIENEbRTS el d-UUTRIIG) TR Siid. ¥ell, y = Uz SR u(z) # 0.

WD)




[image: image10.jpg]- p@EP

Tt cigr AreRwE:
u'v —uv'
V="
A (Derivation):
g1 i SRe dTR:

+Az (z)
& @= lim :Lu)’%
dr  Az-0 Az o




[image: image11.jpg]o u(z + Az)v(z) — u(z)v(z + Az)
.v=") Az -v(z + Az)v(z)

e e
u(z + Az)v(z) — u(z)v(z + Az) = u(z + Az)v(z) — u(z)v(z) +u(z)v(z) — u(z)v(z + Az)
= v(z)[u(z + Az) — u(z)] — u(@)[v(z + Az) — v(z)]

WU,
dy i u(:)dz+ﬁ—u(z) o u(z)u(zarAAzz):u(z)
dz  Az-0 v(z + Az)v(z)
Az — 0 9dedr:
_ v(z)u'(z) — u(x)v'(z)
- [v()]?
a2l g gl N

JaIgUl (Example):




[image: image12.jpg]m,y=:.—'.ﬁﬂu=z’,u=e’
o o =322

,_ 3P e-de _ e(Ba?-2%) _3P-d°
V& (e7)? g er
Wiy spfIRAdA ST (Application in Mathematical Economics):

SR, TRIER & (average cost) § UhVI WH (total cost) IR Sl WHIVIH (quantity) 31d:
AC(q) = m-

+ ¥ TR W e 4AC — T"g“’” Mla)a TO() § el RTaINUII GUad g, S
McmAcummwwmmaﬁw QE'IMC<AC a?Ac?ﬂékﬂ)

A i W AR (Generalizations) 5 ; ‘
TR WS TR R i f i R -y = vow, ?ﬁ;’ly =
w'vw + w'w + uvw'. uj
. mwﬁmmnufg aenﬁmuwmqunasmmﬁaam = u!,—l nfoTTER Fraw
. v

How can Grok help? .ﬂ

.




[image: image13.jpg]p‘ i spfRdrdian iU (Application in Mathematical Economics):

Si‘hﬂaﬁ, i @d (average cost) 5 QU @ (total cost) IS FereE wHIA (quantity) 3R
AC(g) = 9.

Wil e e et 40 = ﬂ = MC@_ T gt RO U iR, 3
McsmAcmmuwwmmmmm SIgT MC < AC, Al AC ®HI gldl).
1 Frawia T fIwR (Generalizations)
. TP GeEETdY: UIER Fan 3 bl aifile bagaais) fRaRdr ad. 3aL, y = wow, g1y’ =

u'vw + wo'w + uvw'.

« ymTw FraaTar gafa: s s ERId SR &1, Jal., 4 = u - v, S quieR Faw
anR.

. pferRaTde wgw: ¢ A anfde siformuRiRrmel (optimization) dTURe ST, S &1 @ SifidHdH
GRS (profit maximization), S thaRiA SR YT,

© Ay sl Wid awd e, SR g iy sifie Iargrur fdbdr mam g1 siid, ar aim




एकूण विकलज (Total Derivatives):
गणितीय अर्थशास्त्रातील एकूण विकलज (Total Derivatives) ही एक महत्त्वाची संकल्पना आहे जी बहु-चर कार्यांमध्ये (Multivariable Functions) वापरली जाते. अर्थशास्त्रात, जेव्हा एखादी आर्थिक राशी (उदा., उपयोगिता, उत्पादन, खर्च) एकापेक्षा जास्त चरांवर अवलंबून असते आणि त्या चरांमध्ये परस्पर संबंध असतो, तेव्हा एकूण विकलजचा उपयोग एका चरातील बदलाचा दुसऱ्या चरावर होणारा एकूण परिणाम मोजण्यासाठी केला जातो. हे सामान्य विकलज (Partial Derivative) आणि श्रृंखला नियम (Chain Rule) यांच्या संयोजनाने मिळते.
एकूण विकलजचे गणितीय सूत्र खालीलप्रमाणे आहे (समजा, y=f(x,z) आणि z=g(x):
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गणितीय अर्थशास्त्रातील आंशिक विकलज (Partial Derivatives) :
गणितीय अर्थशास्त्र (Mathematical Economics) हे अर्थशास्त्रातील सिद्धांत आणि मॉडेल्सना गणिताच्या साधनांचा वापर करून स्पष्ट करण्याचे क्षेत्र आहे. यात आंशिक विकलज (Partial Derivatives) हे एक महत्त्वपूर्ण साधन आहे, जे बहुपरिवर्तनीय फलन (Multivariable Functions) च्या अभ्यासासाठी वापरले जाते. अर्थशास्त्रात अनेक वेळा फलन एकापेक्षा जास्त चलवर अवलंबून असतात, जसे की उपयुक्तता फलन (Utility Function) किंवा उत्पादन फलन (Production Function). आंशिक विकलज हे एका चलच्या बदलाचा फलनच्या मूल्यावर होणारा परिणाम मोजण्यासाठी वापरले जाते, ज्यात इतर चल स्थिर ठेवले जातात.
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IWTENUAY (Young's Theorem):mdﬁmma%mrqaaaﬁa,mb% = ;jgz © SriRIRardia nid e
JUYH 3M1E.
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SR &1 B/ B dURUGRIGL.
3 ¥ (Young's Theorem): SR U S FSURIGH I, &R 2 = . . & srfRiRadiel diSeamed
ST 3.
3. iR Bﬂmﬂ"l (Applications in Economics)

I SRIRIREI 3HiRid SRR § Wid YUY (Marginal Concepts) e 3iied. SIRadial
ol R e faRed gfie =11 STURTER aa Siard, 3 3 SR ¢ d Hivid.

« JUGdIdl B (Utility Function):
o UG U (z, y), S x 307y & % 3Medl. :
« Yinid SUgEd (Marginal Utility): MU, = 27 (x =11 sifdRed gfHel gugdddr, y RR33).
. SR U(z,y) = z"5" (Cobb-Douglas Utility Function).

U - —0.5, 0.
. U 5g05y05 — 05

« B ERIGd Bl x G SUGIAdI dled, T0T B Gl <X (Diminishing Marginal Utility).

. IS A (Prodtiction Function):

. 3dEAQ(L, K), 914 L = % (Labor), K = HISdd (Capital).

« UHid SdrEddl (Marginal Product): M Py = %,A!PK = %

o JaTRYU Cabh-Nanialas Pradiction Fiinetion (T, K) = AT K8




[image: image21.jpg]* B GIdd Dl x diecd N SUYdddi died, YUl dHI gl G- (Diminishing Marginal Utility).
+ I Ba=H (Production Function):
* ST Q(L, K), S L = 41 (Labor), K = 4idd (Capital).
« YiHid IAIGHT (Marginal Product): M Py, — g—g, MPg = %.
+ JaTERUI: Cobb-Douglas Production Function Q(L, K) = AL*KP.
+ MPy=aAL*'KF
« § JdCHIA SR (Law of Diminishing Returns) W@Waﬁ L dIGcIRT MP_L &I gl (SR

a<1).
« @9 BaRM (Cost Function):
. @C(Q,w,r),@i’a(}:mﬂw:ﬂ@'\ﬁﬂ,r='#ﬂ'33?ia?.
-‘ UHid @ (Marginal Cost): MC = %c(j
« § e dlequara sifafdd @dfd WieHY $d.
- WTTOT 31T YRE3T (DEmand and Supply):
« HETf e D(P, I), 914 P = fhHd, | = 3.
+ Jd Aafdaddl (Income Elasticity): w. I
« © 9% UM (Normal) @1 G (Inferior) 318 & 33dd.
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umﬁ anfor R8T (Demand and Supply):
« TRl bR D(P, I), 9 P = fdbwd, | = 3,
« 3dd ddidddl (Income Elasticity): %—II) . %.
« R G AT (Normal) 31 I (Inferior) 3118 § &3dd.
« 3P (Optimization):
o SpfRIRATd i@ dH SUEdl fbaT AT MUaRIST (Maximize Utility or Profit).

« 3ufdEfId 3B (Unconstrained): Ufgedl aral 31 (FOCs) WIdl SHifRid SRegfe - .
SRR O% = 0 (1 7 W).

« Ufddfid 3 (Constrained): Lagrange Multipliers dTU%. 3&TgRUL: duic WiddYRIg Sugdddr
* HfHan H.

« Lagrangian: £ = U(z,y) + A(M — p.z — pyy)

- FOCs: 5 = 0,%.> MU — 2 (MRS = Price Ratio).
. mmmﬁw (Comparative Statics):
« ufvadren uRumiE s, JeTeRu: fded areeary Al B dedd? 22 < 0 (Negative Slope).

¥. Hgd 3qfor wafer (Importance and Limitations)
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. HEW: 3iia SRRl srfRdl HiSee Mg deRdr did. d Wid dri-ad 2wl (Marginal
Benefit-Cost) UId\ 3HTdRd 3T, o fAvfg Quaid Had dHdid.

. wafer
« haeH fSHIRIUSH 30 31dRGd (Smooth and Continuous).

« dRdfad ST PRUS TRERTE e SRIdTd, g guf :%h%ﬁ%’ (Total Derivative) defid} aTu=el Sird:
G- Uu
dz dy

- srferard dias IR-3d1 (Non-Linear) fdhdl 3Ridd (Discontinuous) a4 I, oY 3Hifdd
SR A gid Teid.

4. IETGROY 3101 ATGETR® WANT (Examples and Practical Use)

+ JaTGRI 3: UTe FHId (Consumer Theory) JWIFI U (z,y) = Inz + 2Iny, &6c M = p,z +

U U y
Pyy- Lagrange a0 57 = 2, G0 = 2. gpditz = 47,y = 2L Y S qey qraqal.

+ FTER1R: W R, (Firm Theory) 1l 7 = PQ — C(Q), S C(Q) = wL + rK, 3o Q =
LOSKO5, 22 = 0 > Joan Sz 2ie,




अर्थशास्त्रात विकलजचे (Derivatives) उपयोग
अर्थशास्त्रात "विकलज" (Derivatives) हा शब्द दोन मुख्य संदर्भांमध्ये वापरला जातो: १) गणितीय अर्थशास्त्रातील भिन्नता (Mathematical Derivatives), जे कलनशास्त्रातील संकल्पना आहे आणि बदलाच्या दराचे मापन करते; आणि २) वित्तीय अर्थशास्त्रातील वित्तीय विकलज (Financial Derivatives), जे करार किंवा साधने आहेत ज्यांचे मूल्य मूळ मालमत्ता (Underlying Asset) वर अवलंबून असते.
१. गणितीय विकलजचे उपयोग (Mathematical Derivatives in Economics)
गणितीय अर्थशास्त्रात विकलज हे फलनच्या बदलाच्या दराचे (Rate of Change) मापन करतात. हे सीमांत विश्लेषण (Marginal Analysis) साठी मूलभूत आहेत, जे अर्थशास्त्राच्या कोर भाग आहे. अर्थशास्त्रज्ञ हे वापरून "जर एका युनिटचा बदल झाला तर काय होईल?" असे प्रश्न सोडवतात. खालीलप्रमाणे मुख्य उपयोग:
[image: image24.jpg]& - WWid HeG A9 (Marginal Concepts):

« Awia SR (Marginal Utility): SUalfildl hai U (z) 4 SRR 2 € sifiRad gfiea
ST Mesund sfaRad Suaifar axfad. SargRur: Suaifidl Rigidid (Utility Theory), 16 g
(Consumer Optimization) U8l MU, = 3 MU, 30 Glex01 Wi8duaiiid] diuxe vild. g 9ieh
S d=drd § wHSad.

« Hiwid IIEPAT (Marginal Productivity): Sae Hagi Q(L, K ) el ifw 3R 52 &
SR Wid @l g, Cobb-Douglas HaH Q = AL K# #Hl g 3dlGd ueamial
qreurdidt (Factor Allocation) TR I

. i @ 31101 IGA (Marginal Cost and Revenue): @ Hag C(q) 9l SR@fee MC = ‘ff;' 8
sifafad aftedl d gfdd. 9IeTR WREd (Market Structures), T 3fiddH (Profit Maximization)
W MR = MC ¢ SRafeas aiuze- disda slid. 3201 USSR (Monopoly) AEl MR =

“Piq

dg*
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*aq
- g T siftiwan/@HiamHt (Optimization):
« ufged dnra SR} (First-Order Derivative) f'(z) = 0 ¢ fRR fdig (Stationary Points) e, o
1 AR fbar G il FRURIE AUk S, Gl e SR@feeg (Second-Order) () g
I (Concavity) TURIA — R f7(z) < 0, &R 3ifiehe (Maximum). s
. 3GIgRVI: Wgh <ol 3T (Budget Constraint) 0T GRIA a6 (Indifference Curve) 7 Lagrange
Multipliers dTHs g 3i9daH (Multivariable Optimization) WSda siid, o 3iif2id SRefeast
(Partial Derivatives) Hgwld 3lgd.

« @af@dr HIYA (Elasticity Measurement):
. f¥d dafaddl (Price Elasticity) B, = 99/1 — % . 2 ¢ SRRt dIuReH dlgal Siid. § RN dsh

/v q

(Demand Curve) 21 JARTAR 3fdeidr 2d H10r RUFRFAEGE! (Policy Making) dTaRel S11d, 3al., &%
* Jrededr IUA Y YHIfad gigd.

. fasfie AT (Dynamic Models):

(=}

+ d@UR €&d (Time Derivatives) HId1, 3., 3fdfd d1¢ WIS (Growth Models) A2 Solow Model
fdal Ramsey Model HiZl 2 & wigdcl U4 (Capital Accumulation) Zidd.

. R (Differential Equations) HISaUARIS], S @ dlidiRall d1¢ (Population Growth) fabal
T[dduyds HiSeHe.
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« YagTiiean fA=ANT (Sensitivity Analysis):
« TI3CHE) UpT IeHI 96 GURIT Tl U1 HHId el § SRR aRiddrd. Sargv:
eleRIdld 9 (Interest Rate) 3101 ddUIHIaR (Investment) HHTd.
&y Z
R SUANT RIS (Microeconomics), Wablgeb i (Macroeconomics), Sl gebi-Afeaw
(Econometrics) e Ueifdid 31, & SrfRiedta Riidi Mordia Bk (Mathematical Rigor) &dld.
3. ffta 3RS ST (Financial Derivatives in Economics)

SR g ST i SRR Id S il (o @ g, S, ), R @ fardl e Sidiv raeir

(Risk Management) 30 TdaU@sTITS! aTRel S, § Ho5 HIGHl (o8 31 YR, SIS, =) av 3ireiRa
FRR M. T ST

« S| 3T (Hedging):
+ JARS bl fdaUHaR Hiddrg fdbar &) gugrell SiRgHIURE TR0 Hald. JareRvl: Addd Wy
l-de U e e iaT) gt Hall, S dreRIdiel 96 -IaRIIRE 4414 gidl.
« T (Speculation):

+ TGAUEHER HIETH] TSR ARG AT HHIEAE. IETeR0: e Sl aTes, TdaubaR AeR=l
AT SHETS A BIel S W DRI





[image: image27.jpg]: « TGS (Arbitrage):

. Ao ASIRId T T Hre W0, SRt R wiRdiTRId T (Risk-Free Profit) 161
TR ST, <) IR BRIETI (Market Efficiency) diéddld.

. f%ua Y (Price Discovery): &
. mmﬁaammmmanmmm,aa@a@wﬁﬁmmm.
. siur 3nfor FamE (Policy and Regulation):

. elgerame, SRR aeRIdd JRRRA (Volatility) B FRUTRIST AU ST, J&TeRUT:

Qo0¢, 1 3if¥ids WA Credit Default Swaps I Y1 i, samges v (S1% @1 Dodd-Frank Act)
3T

RaTd, SEBI SRfeags! SR Fufd &, 31for NSE/BSE TR RG] SO SHr-Y et AR, TIWI
fadita a2 (Financial Economics) 301 42 REGTAId (Investment Theory) Hgwdrd 3Mgd.
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