प्रकरण ३
निर्धारक आणि एकसामायिक समीकरण
मॅट्रिक्सचे निर्धारक (Determinant of a Matrix):
मॅट्रिक्सचे निर्धारक (Determinant of a Matrix) हे एक विशेष स्केलर मूल्य आहे जे फक्त चौरस मॅट्रिक्ससाठी (ज्याची रांग आणि स्तंभ यांची संख्या समान असते) परिभाषित केले जाते. निर्धारक मॅट्रिक्सच्या गुणधर्मांचे विश्लेषण करण्यासाठी आणि रैखिक समीकरणे सोडवण्यासाठी, रैखिक परिवर्तनांचे गुणधर्म समजण्यासाठी तसेच मॅट्रिक्स उलट (Inverse) शोधण्यासाठी उपयुक्त आहे. येथे मी मॅट्रिक्सच्या निर्धारकाबद्दल सविस्तर माहिती देईन, त्याची व्याख्या, गणना पद्धती आणि उपयोग यांच्यासह.
1. निर्धारकाची व्याख्या
निर्धारक (Determinant) हे चौरस मॅट्रिक्सशी संबंधित एक स्केलर मूल्य आहे जे मॅट्रिक्सच्या रैखिक परिवर्तनाच्या गुणधर्मांचे वर्णन करते, जसे की मॅट्रिक्स उलट करता येईल का, त्याचे परिवर्तन क्षेत्रफळ किंवा खंड यांचे स्केलिंग फॅक्टर किती आहे, इ. निर्धारकाला सामान्यतः det(A) किंवा |A| असे दर्शवले जाते, जिथे A ही मॅट्रिक्स आहे.
[image: image1.jpg]5 Sagr:
+ 2x2 MRAAE: R A = [': Z],mﬁu‘iﬁmna:

det(A) = ad — be
+ 3x3 R Ol e Hiie TRauwId) Rufeds TURRITE ARy td) dIuRen i, st S TP HYL.

2. FrufeTdt o
FufRepe) 101 R HIFRITAR ANavTe Ugdl) dell sid. Wil el v v

(i) 2x2 Wi aaTdt
22 MR A = [‘; Z] i), et orn wrelieyml e v

det(A) = ad — be




[image: image2.jpg], o

()

JATE:
e A = E :;] wdl:

det(A) = (4x 5) — (3x2)=20-6=14
(ii) 3x3 AR FwES

33 TiiaaId), Wi WRE P (Sarrus Rule) [l SR R (Cofactor Expansion) g arRell
SR

wrw Fram:

a b ¢
3x3m23uA—{; e j}m,ﬁuhﬁarchdmmmaﬁ:

h i

det(A) = (aei + bfg + cdh) — (ceg + afh + bdi)
) e QM X e el g, SR ORI S8 300 deiiaia! el id.




[image: image3.jpg]6 SaTe:

1
MawA= |4
1

® o N
<

6| wdl:
9

det(A) = (1x5x9+2x6xT7T+3x4x8) -~ (Bx5xT+1x6x8+2x4x09)
= (45 + 84 4 96) — (105 + 48 + 72)

=225-225=10
(iii) wYaw AR TwETdt (@ihacy favaw)

rxn Hearid], FAufea Slorrd A fdar wra siuRiaR Sihecy IR (Laplace Expansion) Ul morel
S, BT 21 7 Wr:

det(4) = 3" ai;C;;
¥=1




[image: image4.jpg]=

ford:

+ g TR () e
+ Gy = (~1)*det(My;): @b, R M TR 9 (0813 i o i e )
FAERL: {

3x3 W) e A R

ufgen Witan Sithaes fARaRm:
det(A) =1-Cy; +2-Cr2 +3-Cy3




[image: image5.jpg]Lht
141, 5 6 = = =
< Cu=(-DMdet|s ol =(5x9-6x8)=45-48=-3
1+2 4.6 = =
- Cp=(-1)"det |7 o =—(4x9—6x7)=—(36—42) =6

5 0,3:(71)1*‘3‘1“[‘; Z] — (4x8-5xT)=32-35=-3
I

det(4)=1-(-3)+2-6+3-(-3)=-3+12-9=0
(iv) I ¥ HRU (Row Reduction)

i R ard), Fefe o Yo dRogrg) e Aol WU (Triangular Form) FuiaRd del

1. Bl AR R g1 Suiadia dedie naRITaer SN, T B BRI T SR
I ATl e STl:

. I ECae PR fag Tadd.
. I Hear PR o Wi e 1o S




[image: image6.jpg]« R0 b er FuRa @ @i thaewa o S,

3. Frufvem qorenf

PR @) Hgwr o wieflemm:

1. IRE AR Fefa wad dva Afeaudl uRaifid aig.

2. qwﬂnﬁu:mﬁﬁm@mﬂﬂﬂﬁmﬂuqﬁmwmﬂﬁmqwmﬂ

3. /R Saeifde: SR Hieaa i fdhdl %y @ 3dcid (Linearly Dependent) 3i¥idlel, a¥ Fefia
T 3R,

4. W TG det(A) = det(AT)

5. UIPR faw: det(AB) = det(A) - det(B)

6. JACHIZE: 5 det(A) # 0, a2 Aedd Iae &l 4d (Invertible).
7. TR SR Afeaurdl 39 k A 7orehl, 7R Fefa & 3 aqorer Sl





[image: image7.jpg]4. Pyl swam

PR sfd Ul sgd:
1. XS FHEROL: HIR 377 (Cramer’s Rule) dTHR Xdd GHid=0l AlSduariigl.
2. Wieww Iwc: Wieaw Jde Hruanid Ay g Fardr dnrdl.

3. qAm ATOTES: 2x2 Head] el ¢ THiRYS 8ahe &d, R 3x3 HEdHTd] HiRYCbesld ds,
4. Y& ufiadq: Reia Wae oRadar widn thaer qfad.

5. AT (Eigenvalues): HCadd AR TN

&1 fAuia aroRd S,

5. faga At fufs

. THEU A (Identity Matrix): det (1) = 1
- Preroht dfe: wa aviadic vestan unar.
. g ETeE: det(0) = 0

.t Hiedm: det (1) - 1




मॅट्रिक्सचे निर्धारक हे रैखिक बीजगणितातील एक मूलभूत संकल्पना आहे. ते मॅट्रिक्सच्या गुणधर्मांचे विश्लेषण, रैखिक समीकरणे सोडवणे आणि ज्यामितीय परिवर्तनांचे अध्ययन यासाठी उपयुक्त आहे. 2×2 मॅट्रिक्ससाठी गणना सोपी असते, तर 3×3 आणि त्यापेक्षा मोठ्या मॅट्रिक्ससाठी सारस नियम किंवा कोफॅक्टर विस्तार यासारख्या पद्धती वापरल्या जातात. निर्धारकाचे मूल्य शून्य असल्यास मॅट्रिक्स सिंग्युलर (Non-Invertible) असते, आणि शून्य नसल्यास ते उलट करता येऊ शकते.
निर्धारकांचे गुणधर्म (Properties of Determinants)

निर्धारक (Determinant) हे रेखीय बीजगणितातील एक महत्त्वपूर्ण संकल्पना आहे. ते n × n आकाराच्या वर्गाकार मॅट्रिक्ससाठी एक संख्यात्मक मूल्य असते, जे मॅट्रिक्सच्या गुणधर्मांना दर्शविते, जसे की ती व्युत्क्रमणीय आहे की नाही, तिचे क्षेत्रफळ किंवा खंडफळ इ. निर्धारकांचे गुणधर्म हे मॅट्रिक्सच्या गणना आणि अनुप्रयोगांसाठी अत्यंत उपयुक्त आहेत. खाली मी त्यांचे प्रमुख गुणधर्म तपशीलवार स्पष्ट करतो. हे गुणधर्म सामान्यतः n × n आकाराच्या वर्गाकार मॅट्रिक्स A साठी लागू होतात, ज्याचा निर्धारक det(A) किंवा |A| म्हणून दर्शविला जातो.
१. ओळी किंवा स्तंभांच्या अदलाबदलीचा गुणधर्म (Row or Column Interchange)

· जर मॅट्रिक्समध्ये दोन ओळी (किंवा दोन स्तंभ) अदलाबदल केल्या तर, निर्धारकाचा चिन्ह बदलतो (sign changes), म्हणजे det(A) चे मूल्य -det(A) होते.
· उदाहरण: समजा A = \begin{pmatrix} a & b \ c & d \end{pmatrix}, det(A) = ad - bc. 

· जर पहिली आणि दुसरी ओळ अदलाबदल केली तर, नवीन मॅट्रिक्स B = \begin{pmatrix} c & d \ a & b \end{pmatrix}, det(B) = cb - da = -(ad - bc) = -det(A).

· हे गुणधर्म मॅट्रिक्सच्या पॅरिटी (सम-विषम) गुणधर्माशी संबंधित आहे. एकापेक्षा जास्त अदलाबदली केल्यास, प्रत्येक अदलाबदलीसाठी चिन्ह बदलतो.
२. ओळ किंवा स्तंभाला स्केलरने गुणाकार करण्याचा गुणधर्म (Scalar Multiplication of Row or Column)

· जर मॅट्रिक्सची एक ओळ (किंवा स्तंभ) k या स्केलरने गुणाकार केली तर, निर्धारक k ने गुणाकार होतो, म्हणजे det(A') = k * det(A).

· उदाहरण: A = \begin{pmatrix} a & b \ c & d \end{pmatrix}, det(A) = ad - bc. 

· जर पहिली ओळ k ने गुणाकार केली तर, B = \begin{pmatrix} ka & kb \ c & d \end{pmatrix}, det(B) = (ka)d - (kb)c = k(ad - bc) = k * det(A).

· जर संपूर्ण मॅट्रिक्स k ने गुणाकार केली तर, det(kA) = k^n * det(A), जिथे n हे मॅट्रिक्सचा आकार आहे.
३. ओळ किंवा स्तंभात दुसऱ्या ओळीच्या गुणाकाराची जोड करण्याचा गुणधर्म (Row or Column Addition)

· जर एका ओळीत (किंवा स्तंभात) दुसऱ्या ओळीच्या (किंवा स्तंभाच्या) k गुणाकाराची जोड केली तर, निर्धारक बदलत नाही.
· उदाहरण: A = \begin{pmatrix} a & b \ c & d \end{pmatrix}. 

· जर पहिल्या ओळीत दुसऱ्या ओळीच्या k गुणाकाराची जोड केली तर, B = \begin{pmatrix} a + kc & b + kd \ c & d \end{pmatrix}, det(B) = (a + kc)d - (b + kd)c = ad + kcd - bc - kcd = ad - bc = det(A).

· हा गुणधर्म गॉसियन एलिमिनेशन (Gaussian elimination) प्रक्रियेत वापरला जातो, ज्यात मॅट्रिक्सला त्रिकोणी स्वरूपात आणून निर्धारक काढता येतो.
४. ट्रान्सपोज मॅट्रिक्सचा गुणधर्म (Transpose Property)

· मॅट्रिक्स A च्या ट्रान्सपोज A^T चा निर्धारक A च्या निर्धारकासारखाच असतो, म्हणजे det(A^T) = det(A).

· हे गुणधर्म दर्शविते की निर्धारक ओळी आणि स्तंभ दोन्हींवर समान रीतीने अवलंबून असतो.
· उदाहरण: A = \begin{pmatrix} 1 & 2 \ 3 & 4 \end{pmatrix}, A^T = \begin{pmatrix} 1 & 3 \ 2 & 4 \end{pmatrix}, det(A) = det(A^T) = 14 - 23 = -2.

५. गुणाकाराचा गुणधर्म (Multiplicative Property)

· दोन मॅट्रिक्स A आणि B च्या गुणाकाराचा निर्धारक हे प्रत्येकाच्या निर्धारकांच्या गुणाकारासारखा असतो, म्हणजे det(AB) = det(A) * det(B).

· हा गुणधर्म n मॅट्रिक्ससाठीही लागू होतो: det(A1 A2 ... An) = det(A1) * det(A2) * ... * det(An).

· उदाहरण: A = \begin{pmatrix} 1 & 0 \ 0 & 1 \end{pmatrix}, B = \begin{pmatrix} 2 & 0 \ 0 & 3 \end{pmatrix}, AB = \begin{pmatrix} 2 & 0 \ 0 & 3 \end{pmatrix}, det(AB) = 6, det(A)det(B) = 16 = 6.

· याचा वापर व्युत्क्रम (inverse) शोधण्यात होतो: det(A^{-1}) = 1 / det(A), जर det(A) ≠ 0 असेल.
६. व्युत्क्रमणीयतेचा गुणधर्म (Invertibility)

· मॅट्रिक्स A व्युत्क्रमणीय (invertible) असते तेव्हाच जेव्हा det(A) ≠ 0.

· जर det(A) = 0 असेल, तर मॅट्रिक्स एकवचनी (singular) असते आणि तिचा व्युत्क्रम नसतो.
· हे गुणधर्म रेखीय समीकरणांच्या निराकरणाशी संबंधित आहे: AX = B ही प्रणाली अद्वितीय निराकरण असते तेव्हा det(A) ≠ 0.

७. आयडेंटिटी मॅट्रिक्सचा गुणधर्म (Identity Matrix)

· n × n आयडेंटिटी मॅट्रिक्स I चा निर्धारक 1 असतो, det(I) = 1.

· उदाहरण: I_2 = \begin{pmatrix} 1 & 0 \ 0 & 1 \end{pmatrix}, det(I_2) = 1.

८. त्रिकोणी मॅट्रिक्सचा गुणधर्म (Triangular Matrices)

· अपर ट्रायangular (upper triangular) किंवा लोअर ट्रायangular (lower triangular) मॅट्रिक्सचा निर्धारक हे विकर्णावरील घटकांच्या गुणाकारासारखा असतो.
· उदाहरण: A = \begin{pmatrix} a & b \ 0 & c \end{pmatrix} (लोअर ट्रायangular), det(A) = a*c.

· हा गुणधर्म निर्धारक काढण्याची प्रक्रिया सुलभ करतो, कारण गॉसियन एलिमिनेशनने मॅट्रिक्सला त्रिकोणी स्वरूपात आणता येते.
९. शून्य ओळ किंवा स्तंभाचा गुणधर्म (Zero Row or Column)

· जर मॅट्रिक्समध्ये एक ओळ किंवा स्तंभ पूर्णपणे शून्य असला तर, det(A) = 0.

· तसेच, जर दोन ओळी किंवा स्तंभ समान असतील तर, det(A) = 0 (कारण अदलाबदल केल्यास चिन्ह बदलतो, पण मॅट्रिक्स बदलत नाही, म्हणून det(A) = -det(A) ⇒ det(A) = 0).

१०. ब्लॉक मॅट्रिक्सचा गुणधर्म (Block Matrices)

· ब्लॉक मॅट्रिक्ससाठी, जसे की A = \begin{pmatrix} B & C \ 0 & D \end{pmatrix}, det(A) = det(B) * det(D), जर C काहीही असला तरी (लोअर ब्लॉक ट्रायangular).

· हे गुणधर्म मोठ्या मॅट्रिक्सच्या गणनेत उपयुक्त.
११. रेखीय अवलंबनाचा गुणधर्म (Linear Dependence)

· जर मॅट्रिक्सच्या ओळी किंवा स्तंभ रेखीय अवलंबी (linearly dependent) असतील तर, det(A) = 0.

· उलट, det(A) ≠ 0 असल्यास ओळी आणि स्तंभ रेखीय स्वतंत्र (independent) असतात.
हे गुणधर्म निर्धारकांच्या मूलभूत सिद्धांतांवर आधारित आहेत आणि Laplace expansion, cofactor expansion इत्यादी पद्धतींनी सिद्ध करता येतात. निर्धारकांचा उपयोग eigenvalues, Cramer's rule, volume calculation इत्यादींमध्ये होतो. 

मॅट्रिक्स वापरून समकालीन समीकरणे:

मॅट्रिक्स वापरून समकालीन समीकरणे (सिस्टम ऑफ लिनियर इक्वेशन्स) सोडवण्याची प्रक्रिया तपशीलवार पुढीलप्रमाणे आहे. यात आपण मॅट्रिक्सच्या संकल्पना, जसे की ऑगमेंटेड मॅट्रिक्स, गॉस-जॉर्डन एलिमिनेशन आणि मॅट्रिक्स इन्व्हर्स, वापरून समीकरणे कशी सोडवली जातात हे समजावून सांगतो. चला, एक उदाहरण घेऊन पायरी-पायरी प्रक्रिया पाहू.
समकालीन समीकरणांचे स्वरूप
समजा, आपल्याकडे खालील समकालीन समीकरणे आहेत:
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Ry =1[0,7,-7,-9] + 7= [0,1,—1, —g]
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Ry=[0,7,~1,-17] = 7-[0,1,-1,~3] = [0,7 - 7,~7+7,-17+ 2] = [0,0,0, 8]
Adi Hicaa:
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fau=a11 5% [0, 0,0, 8] 3118, BUSH Oz 4 Oy + 0z = —8. 3 GBI YU 301 (contradiction), BRI
0 = -8. 4191 31 ¢ Wifid0) faRiTd (inconsistent) 32 10T & HIVRE! FRIEHR0T (solution) Tgl.
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det(4) =2(-2-2-3-

1) -3(1-2-3-3)+ (-1)(1-1—(~2)-3)

=2(-4-3)-3(2-9) + (-1)(1 +6)
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· गॉस-जॉर्डन पद्धतीने दाखवले की समीकरणे विसंगत आहेत, कारण तिसऱ्या रो मध्ये contradiction मिळाला.
· डिटर्मिनंट det(A)=0 असल्याने मॅट्रिक्स इन्व्हर्स पद्धत लागू होत नाही.
· या समीकरणांचे कोणतेही निराकरण नाही (No solution).

सामान्य टिप्स
1. जर det⁡(A)≠0, तर मॅट्रिक्स इन्व्हर्स पद्धत जलद असते.
2. जर समीकरणे विसंगत असतील (contradictory), तर गॉस-जॉर्डन पद्धत तपासण्यासाठी उपयुक्त आहे.
3. समीकरणांना अनंत निराकरणे असू शकतात, जर काही रो शून्य असतील आणि स्थिरांक शून्य असेल (उदा., [0,0,0,0]).

